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Das Plancksche Strahlungsgesetz

Herleitung nach Einstein (mit einem 2-Niveau-System)

Zuerst betrachte man ein 2-Energieniveau-System. Im Niveau 1 befinden sich N; Teilchen
mit jeweils Energie E; und im Niveau 2 befinden sich N, Teilchen jeweils mit Energie E,.
Die Verteilungsstatistik folgt der Boltzmann-Statistik:
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Dabei ist kg die Boltzmann-Konstante und T die Temperatur, die das System innehat. Die
Gesamtzahl N der Teilchen muss im zeitlichen Verlauf konstant sein, sie konnen lediglich
in das andere Energieniveau wechseln. Die Teilchen zunahme eines Niveaus fiihrt also zu
einer gleichgroflen Abnahme des anderen Niveaus:

Ni+N, =N dN; = —dN;

Der Wechsel vom niedrigeren in das hohere Energieniveau werden Photonen absorbiert.
Der Wechsel vom hoheren auf das niedrigere Niveau erfolgt durch stimulierte und sponta-
ne Emissionen von Photonen. Fiir die Teilchendnderung des hoheren Energieniveaus 2 gilt
also:

sz = B12(1/) . M(l/, T) . N1 dt — Bz1 <1/) . u(v, T) . Nz dt — A21 (1/) . N2 dt (02)

Absorption stimulierte Emission spontane Emission

Dabei ist die Absorption proportional zur Anzahl unangeregter Teilchen N; sowie zur Strah-
lungsintensitit u (v, T). Die stimulierte Emission ist genau der Gegenspieler der Absorption,
sie ist proportional zur Anzahl der angeregten Teilchen N, und ebenfalls zur Strahlungsin-
tensitdt (andere Photonen regen ja diese Emission an). Die spontane Emission ist, wie der
Name schon sagt, vollig unabhidngig von der Strahlungsintensitit und héangt lediglich von
der Anzahl der angeregten Teilchen ab. Bjy, By; sowie Ay sind lediglich Proportionalitéits-
konstanten. Diese sind zeitlich konstant fiir eine Frequenz der Photonen, konnen sich aber
bei Variation der Frequenz auch verdndern. Da die stimulierte Emission genau der umge-
kehrte Fall wie die Absorption ist, miissen ihre Proportionalitdtskonstanten gleich sein, also
Biz = Byy. Im Folgenden wird Ajp mit A und By, = By mit B abgekiirzt, ihre Abhdngigkeit
von der Frequenz wird auch nicht mehr explizit aufgeschrieben.

Im Gleichgewicht gilt dN, = 0. Daraus folgt mit Gleichung (0.2):

N, Bu(v, T)

Ny A+Bu(v,T)

Die emittieren Photonen besitzen genau die Energiedifferenz der Niveaus:
AE=E—-E =h-v

Setzt man nun diese Erkenntnisse in Gleichung (0.1) ein, so erhélt man:

ot _ Bu(v, T)
A+ Bu(v,T)
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Stellt man diese Gleichung nach der Strahlungsintensitit u(v, T) um, so erhélt man:
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~————
Bose—Einstein—Statistik

Also Konstante 4 ergibt sich, bei Betrachtung vom Eigenschwingungsspektrum (stehende
Wellen) eines Hohlraumes:
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A ist die Wellenldnge der Photonen, ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Die Formel gibt Anzahl der
erlaubten Schwingungszustiande pro Volumeneinheit, multipliziert mit der Energie hv bei
der jeweiligen Frequenz an. Sie nimmt mit grofierer Frequenz zu, da es fiir stehende Wellen
bei hoherer Frequenz mehr Moglichkeiten gibt, sich im Hohlraum einzupassen.

Aus allem folgt nun das Plancksche Strahlungsgesetz:

81

hv

u(v,T) R
efs’ —1

(0.3)

Das Ergebnis ist also das Produkt aus der Bose-Einstein-Statistik, die durch ein 2-Niveau-
System hergeleitet wurde, mit der Energie bei der jeweiligen Frequenz sowie der Moglich-
keiten, stehende Wellen in Hohlraum bei dieser Frequenz zu erzeugen. Die Bose-Einstein-
Statistik tiber die Verteilung der Teilchen auf die Verschiedenen Energieniveaus verhindert
die Ultraviolettkatastrophe. Nach ihr wiirden die Teilchen aufgrund der steigenden Beset-
zungsmoglichkeiten und bei gleicher Besetzungswahrscheinlichkeit bei hoheren Frequenzen
sehr viele Teilchen eine hohe Energie besitzen, sodass die Gesamtenergie gegen unend-
lich geht. Die Bose-Einstein-Statistik gibt aber das wahre Besetzungsverhiltnis an, nach der
es zwar in den hoheren Energieniveaus sehr viele Besetungsmoglichkeiten gibt, die Wahr-
scheinlichkeit, dort ein Teilchen zu finden, jedoch sehr gering ist.

u gibt also die Energiedichte u eines schwarzen Korpers bei einer bestimmten Frequenz v
und Temperatur T an.

Korollare: Das Stefan-Boltzmann-Gesetz und das Wien’sche
Verschiebungsgesetz

Im vorherigen Abschnitt wurde die Formel fiir Energiedichte eines schwarzen Korpers her-
geleitet. Um die spezifische Strahlungsleistung eines Schwarzen Korpers der normieren
Oberfliche von 1 m? in einem Frequenzintervall zu berechnen, muss man die Formel le-
diglich mit ¢ multiplizieren und iiber dem gewiinschten Frequenzintervall sowie {iber dem
Halbraum, in den gestrahlt wird, integrieren. Wenn man nun tiiber alle Frequenzen inte-
griert, erhdlt man also die gesamte abgestrahlte Strahlungsleistung bei einer bestimmten
Temperatur.

Um sich den Faktor ¢ zu erklaren, stelle man sich einen Hohlraum innerhalb von Wianden
der Temperatur T vor. Damit die Energie im Gleichgewicht steht, miissen die Wande ge-
nauso viel Energie absorbieren wie emittieren. Die emittierte Energiedichte u(v, T) bewegt
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sich mit der Geschwindigkeit c auf eine andere Wand zu. Sie strahlt also mit der Intensitat
cu(v, T). Diese Wand absorbiert und strahlt ebenso viel Energie wieder ab, um das Gleich-
gewicht zu erhalten.

Nun wird eine strahlende Kugel mit einer normierten Oberflache von 1 betrachtet. Man
muss also iiber den gesamten Raumwinkel (in Kugelkoordinaten) integrieren. Da die Ein-
heitskugel (Radius = 1) die Oberfldche 47t besitzt, muss man hier folglich durch 47 teilen,
um den Radius der Funktionaldeterminante von Kugelkoordinaten auf 1 zu setzen.

Schliefslich muss man noch beachten, dass die ausgestrahlten Photonen nicht immer radial
nach aufien zeigen, sondern ihre Richtung statistisch verteilt ist. Der eingeschlossene Winkel
zwischen normierten Radialvektor und dem normierten Geschwindigkeitsvektor der Pho-
tonen entspricht genau 6, weshalb man, nach den Regeln fiir das Skalarprodukt zweier
Vektoren, ein cos 6 in die Gleichung multiplizieren muss.

27
Px(T) = ﬁ/ dgb/ d(cos9) COSG/ u(v,T)d =1 / 87Thv 1d1/

Da die Rechnung keine physikalischen Erkenntnisse bringt, wird in dieser Vorbereitung auf
sie verzichtet und stattdessen gleich das Ergebnis préasentiert:

5k4
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Px(T) =
Da nur die Strahlung nach aufien, also in einen Halbraum von Interesse ist, muss der Vor-
faktor durch 2 geteilt werden. Auflerdem wurde bisher nur eine normierte Oberfliche von
1 m? betrachtet. Es ist bekannt, dass sich die Strahlungsleistung proportional zur Oberfliche
A verhilt, deswegen folgt fiir allgemeine Oberfldchen:

W
m2K4

270 k%
P(T)=cA-T* =5 ~567-107° 04
(T)=¢ ST 04
Diese Formel, also gesamte Strahlungsleistung eines schwarzen Korpers in Abhédngigkeit der
Temperatur, nennt man auch Stefan-Boltzmann-Gesetz. ¢ heifst Stefan-Boltzmann-Konstante.
Die Strahlungsleistung eines Schwarzen Korpers ist also proportional zur 4. Potenz der Tem-

peratur.

Aus dem Planckschen Strahlungsgesetz kann man noch ein wichtiges Gesetz herauslesen,
und zwar das Wien’sche Verschiebungsgesetz. Dieses gibt an, bei welcher Frequenz v ein
Korper der vorgegebenen Temperatur T am meisten Energie abstrahlt.

Wie oben bereits gesehen, steht zwischen der Strahlungsintensitdt und der Energiedichte
(Plancksche Formel) nur ein konstanter Faktor. Man kann also die Frequenz, bei der die
Intensitdit am hochsten ist, erhalten, indem man Gleichung (0.3) auf der vorherigen Seite
nach v abgeleitet und gleich 0 setzt. Die erhaltene Gleichung kann man nicht analytisch
l6sen, da man eine Summe aus einem Polynom und einer Exponentialfunktion erhilt, die
gleich 0 sein muss. Numerisch erhilt man aber folgende Beziehung fiir die Frequenz mit der
maximalen Intensitét:

Vinax = @T =5,88-10T vinHz, TinK (0.5)
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Die Frequenz mit der maximalen Intensitdt verhilt sich also proportional nach Temperatur
des Schwarzen Korpers.

1 Giiltigkeit des Stefan-Boltzmann-Gesetzes

In dieser Aufgabe soll die Giiltigkeit der Stefan-Boltzmann-Gesetzes, vor allem aber die T*-
Abhingigkeit der Strahlungsleistung tiberpriift werden. Zur Temperaturmessung des Strah-
lers wird ein eingebautes PtRh—Pt-Thermoelement und ein Millivoltmeter benutzt. Zum
Vergleich der Strahlungsleistungen wird eine Mollsche Thermosdule mit einem Millivoltme-
ter verwendet. Um die Empfindlichkeit der Thermosdule zu steigern, wurden Reflektoren
eingebaut. Dies fiihrt aber dazu, dass der Vorfaktor des Stefan-Boltzmann-Gesetzes stark
von der Geometrie abhingt. In diesem Versuch wird also lediglich die T*-Abhdngigkeit
tiberpriift.

Man muss beachten, dass die Umgebung mit der Umgebungstemperatur Ty; ebenfalls strahlt
und bei T = Ty, wobei T die Temperatur des Strahlers ist, ein Gleichgewicht zwischen Ab-
sorption und Emission herrscht. Fiir die zusatzliche Strahlungsleistung des Strahlers muss
die Strahlleistung der Umgebung abgezogen werden. Dafiir wird die Temperatur AT defi-
niert, fiir die gilt AT* = T* — T}.

Durch eine logarithmische Auftragung erreicht man, dass die Steigung dem Exponenten
entspricht. Es gilt namlich:

P=0A-AT* = In(P) = In(cA -AT*) = 4In(AT) +In(cA) (1.1)
N—_——

const

Es wird also eine Steigung von 4 erwartet. Zusétzlich wird versucht, eine moglichst gleich-
méfiig steigende Strahlungsleistung zu bekommen. Dies wird dadurch erreicht, indem man
fir den ndchsten Messwert die Temperatur nur um die Vierte Wurzel des Faktors erhoht,
um die man die Strahlungsleistung erhohen mochte.

2 Vergleich verschiedener Strahlungsflichen

In diesem Versuch soll untersucht werden, wie das Modell des Schwarzen Koérpers auf reale
Materialien zutrifft und welche Materialien besonders gute Schwarze Strahler sind. Schwar-
ze Strahler sind bekanntlich die besten Absorpter und Strahler. Alle realen Materialien haben
nur einen Bruchteil der Strahlungs- und Absorptionsleistung des Schwarzen Korpers. Dieser

Bruchteil wird hier € genannt:

P real
£ = —— 2.1
P ideal ( )

Pigeal ist die Strahlungsleistung des schwarzen Korpers. Der Versuchsaufbau entspricht der
im Versuch 1. Der ndherungsweise Schwarze Strahler aus Aufgabe 1 wird nun durch ver-
schiedene beheizte Oberflachensektoren ersetzt.
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3 Wahre Temperatur einer Glithlampe mit Hilfe eine Pyrometers

3 Wahre Temperatur einer Glithlampe mit Hilfe eine Pyrometers

Mit einem Pyrometer wird die Temperatur eines Korpers gemessen, indem man ihre abge-
strahlte Leistung misst und mit den Strahlungsgesetzen auf die Temperatur zuriickschlief3t.
Die zu untersuchende strahlende Flache wird mit Hilfe einer Linse auf eine Ebene im Py-
rometer abgebildet, in der sich die Glithwendel befindet, die man elektrisch erhitzen kann.
Den Stromfluss kann man mit einem Potentiometer regeln. Man beobachtet nun beide Ob-
jekte, die Glithwendel und die strahlende Oberfliche durch einen Rotfilter. Je mehr Strom
man durch die Glithwendel flieflen lasst, desto wiarmer wird sie und desto mehr nihert sie
sich der Temperatur der zu untersuchenden Oberfliche an. Wahrend sie am Anfang noch
das Licht der Oberfliche blockiert, verschwindet sie allmdhlich aufgrund der eigenen Ab-
strahlung vor der Oberfliche, und ist nicht mehr zu erkennen, wenn beide Temperaturen
gleich sind, dann strahlen ndmlich beide Objekte gleich ab.

Das Pyrometer ist in dieser Aufgabe auf einen Schwarzen Strahler kalibriert. Da aber reale
Materialien (hier Wolfram) bei gleicher Temperatur weniger abstrahlen, muss die Tempera-
tur hoher sein, damit die Strahlungsleistung eines Schwarzen Korpers erreicht wird. Diese
hohere Temperatur nennt man deshalb wahre Temperatur Ty, wihrend die leistungsaqui-
valente Schwarzkorpertemperatur Schwarze Temperatur Ts genannt wird.

In der Versuchsanweisung sind die Korrekturgrofien Ty — Ts fiir Wolfram, die zudem von
der Wellenldnge und der Temperatur abhédngig ist, in einer Tabelle abgebildet. Mit dem
Pyrometer wird die Schwarze Temperatur gemessen, mit dem Korrekturterm kann dann
auf die wahre Temperatur geschlossen werden, die der Temperatur des zu untersuchenden
Objekts entspricht.

-6- Christian Buntin, Jingfan Ye



